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1 .  В в еден и е  
 

      Воп р о сы  а н а л и з а  а л г ор и т м ов  н а  э фф ект и в н о ст ь ,  а  т а кж е п о ст р о ен и я  
э ф ф ект и в н ы х  а л г о р и т м ов  а кт и в н о и з уч а л и сь  и  и з уч а ю т с я  сп ец и а л и ст а м и  н а  
п р от я ж ен и и  п о сл едн и х  5 0  л ет .  В  н а ст оя щ ей  р а б от е  р а с см а т р и в а ет ся  одн а  
з а да ч а ,  св я з а н н а я  с  оц ен к ой  э ф ф ект и в н о ст и  р ек ур си в н ы х  а л г ор и т м ов .  Э т о 
з а да ч а  о  н а х ож д ен и и  а си м п т от и ч ес ки х  оц ен о к  ф ун кц и й ,  у д ов л ет в ор я ющи х  
р а з л и ч н ы м  р ек у р р ен т н ы м  с о от н о ш ен и я м .  В  л и т ер а т ур е ,  п о св я щ ен н ой  э т ой  
п р о бл ем а т и к е,  ч а с т о  в ст р еч а ю т ся  р а з л и ч н ы е р ез ул ь т а т ы ,  п о з в ол я ющи е 
н а х оди т ь  а си м п т о т и ч ес ки е оц ен ки  дл я  ф ун кц и й ,  у д ов л ет в ор я ющи х  
р ек у р р ен т н ы м  с о от н о ш ен и я м  т ог о  и л и  и н ог о  сп ец и а л ь н ог о в и да .  Т а к  в  
р а бо т е ( [1 ] ,  Г л а в а  5 ,  § 1 )  п р и в ед ен  р ез у л ь т а т  Б ен т л и ,  Ха к ен а  и  С а кса  (1 9 8 0 )  
о  п ол уч ен и и  а си м п т о т и ч ески х  оц ен о к  д л я  ф ун кц и й ,  уд ов л ет в ор я ю щи х  
р ек у р р ен т н о м у с о о т н ош ен и ю в и да   ( ) / ( )F n aF n b f n   ( см .  т а кж е [2 ] ,  Г л а в а  
9 ) .  На й т и  п ол н о е а кк у р а т н о е д о ка з а т ел ь ст в о э т ог о  р ез ул ь т а т а  в  до ст уп н ой  
л и т ер а т ур е н е у да л о сь .  В  н а ст оя щ ей  р а б от е да ет ся  п ол н о е д ока з а т ел ь ст в о 
с о от в ет ст в ую щ ег о р ез у л ь т а т а  и  н ек от ор ы х  ег о  об о бщ ен и й  (Т ео р ем а  1 ) .  
    Пр и  э т ом  д ока з а т ел ь ст в о оп и р а ет ся  т ол ь к о н а  ф а кт ы ,  в х од я щи е в  
шк ол ь н у ю п р ог р а м м у п о м а т ем а т и к е.  
 
 
 
 
       Сп и со к  о б о зн ач ен и й .  
  -  м н ож ест в о в ещ ес т в ен н ы х  ч и с ел ;  
  -  м н ож ест в о ц ел ы х  ч и с ел ;  

 -  м н ож ес т в о в ещ ест в ен н ы х  н ео т р и ц а т ел ь н ы х  ч и с ел ;  

 -  м н ож ес т в о ц ел ы х  п ол ож и т ел ь н ы х  ч и с е л ;   

x   -  ц ел а я  ч а ст ь  ч и сл а  x ,  т . е .   max :x n n x      ;  

x   -  дл я  x ,   min :x n n x     � ;  
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2 .  Аси мп т о ти ч еск и е  о ц ен к и  и  ср ав н ен и е  ф у н к ци й  
 

    Фун кц и я  f  н а з ы в а ет ся  а си м п т от и ч ес к и  н еот р и ц а т ел ь н ой  (п р и  n  ) ,  
е сл и  н а й д ет ся  т а к о е  ч и с л о 0 0n  ,  ч т о  дл я  в с е х  0n n  в ы п ол н я ет ся  
н ер а в ен ст в о  ( ) 0f n  ,  и  а си м п т о т и ч ески  п ол ож и т ел ь н ой ,  ес л и  ( ) 0f n  .  В  
да л ь н ей ш ем  в с е р а сс м а т р и в а ем ы е ф ун к ц и и  буд ем  с ч и т а т ь  а си м п т от и ч ес ки  
п ол ож и т ел ь н ы м и ,  ес л и  н е ог ов о р ен о п р от и в н о е.  
 
    Оп ред ел ен и е .  П у ст ь  f  и  g  -  дв е а си м п т от и ч ески  н еот р и ц а т ел ь н ы е п р и  
n   ф ун кц и и .  Т ог да  
       (1 )  ( )f g   (О -б о л ь ш о е)  п р и  n  ,  ес л и  н а й дет ся  т а к о е 1 0n  ,  ч т о  
п р и  в сех  1n n  и м еет  м ест о 10 ( ) ( )f n C g n  ,  г де 1 0C   -  н ек от о р а я  
а бс ол ют н а я  к он ст а н т а .  
       (2 )  ( )f g   ( ом ег а - б ол ь ш о е)  п р и  n  ,  е сл и  ( )g f  ,  т о  ест ь ,  есл и  
н а й дет ся  т а к о е 2 0n  ,  ч т о  п р и  в с ех  2n n  и м еет  м е ст о 20 ( ) ( )C g n f n  ,  г де 

2 0C   -  н ек от о р а я  а бс ол ют н а я  к он с т а н т а .  
       (3 )  ( )f g   ( т ет а - б ол ь ш о е)  п р и  n  ,  е сл и  ( )f g   и  ( )f g   пр и  
n   одн ов р ем ен н о.  
       Др уг и м и  сл ов а м и ,  з а п и сь  ( )f g   оз н а ч а ет ,  ч т о  с  р о ст о м  n  о т н ош ен и е 

( )
( )

f n
g n

 ос т а ет ся  ог р а н и ч ен н ы м  св ер х у,  з а п и сь  ( )f g   -  ч т о  с о о т в ет ст в у ющ ее  

от н о ш ен и е о ст а ет с я  ог р а н и ч ен н ы м  сн и з у,  а  з а п и сь  ( )f g   -  ч т о  о т н ош ен и е 
( )
( )

f n
g n

 ог р а н и ч ен о п р и  б ол ь ши х  n  и  св ер х у,  и  с н и з у.  

       Ра ссм от р и м  п р о ст ой  п р и м ер .  П у ст ь  2
1( )f n an bn c   ,  г де , 0a c  ,  т о  

ест ь  1f  а си м п т о т и ч ески  н ео т р и ц а т ел ь н а .  Я сн о,  ч т о  п р и  д о ст а т о ч н о б ол ь ши х  

з н а ч ен и я х  n  и м еет  м ест о н ер а в ен ст в о 2
1( ) 2f n an ,  то  ест ь  2

1 ( )f n   ( в  са м ом  
д ел е ,  р а ссм а т р и в а ем о е н ер а в ен ст в о и м е ет  м ест о п р и  в с ех  n  т а ки х ,  ч т о  

1max 0,n n ,  г д е 1n  -  н а и бол ь ши й  к ор ен ь  у р а в н ен и я  2 0an bn c   ) .  
Ан а л ог и ч н о,  п р и  д ост а т о ч н о б ол ь ши х  з н а ч ен и я х  n  и м еет  м ес т о н ер а в ен с т в о 

2
1

1( )
2

f n an ,  т о  ест ь  2
1 ( )f n  .  С л ед ов а т ел ь н о,  2

1 ( )f n  .  

       Пуст ь  т еп ер ь  2 ( )f n pn q  ,  г д е , 0p q  .  Ра сс уж да я  т а к  ж е,  ка к  и  в  

п р еды д ущ ем  п р и м ер е,  м ы  п ол уч и м ,  ч т о  2
2 ( )f n n  п р и  дос т а т оч н о б о л ь ши х  

з н а ч ен и я х  n ,  т о  ест ь  2
2 ( )f n  .  Одн а к о 2

2 ( )f n   и ,  сл ед ов а т ел ь н о,  
2

2 ( )f n  .  
       От м ет и м  р я д  п ол ез н ы х  св ой ст в  с о о т н о ш ен и й  , ,   ,  ко т ор ы е 
п оз в ол я ю т  и сп ол ь з ов а т ь  и х  дл я  ср а в н ен и я  ф ун кц и й .  
       Эт о ,  в о -п ер в ы х ,  с в о й ств о  тр а н з и т и в н о ст и ,  к от ор о е  с о ст ои т  в  т ом ,  ч т о  
и з  с о от н ош ен и й  ( )f g   и  ( )g h   в ы т ека ет ,  ч т о  ( )f h   ( а н а лог и ч н о д л я  
с о от н о ш ен и й    и   ) .  
       Во-в т ор ы х ,  э т о  св ой ст в а  р еф л ек т и в н о сти :  ( )f f  ,  ( )f f   и  

( )f f  ;  и  си мме тр и ч н о ст и ,  в ер н о е  т ол ь к о д л я  от н о ш ен и я   :  е сл и  
( )f g  ,  т о  ( )n f  .  
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       К р ом е т ог о ,  з а м ет и м ,  ч т о  дл я  п р ои з в о л ь н о в з я т ой  п а р ы  ф ун кц и й   f   и  

 g   ут в ер ж д ен и е о  т ом ,  ч т о  л и б о ( )f g  ,  л и бо ( )f g   н ев ер н о.  
       С ка ж ем ,  ч т о  ф ун кц и я  f  о г р а н и ч ен а  п о л и н о м и а л ь н о ,  е сл и  н а й д ет с я  
т а к о е k  ,  ч т о  ( )kf x  .  Эт от  ф а кт  б уд ет  т а кж е о б о з н а ч а т ь ся  ка к  

(1)( )f x x .  
       На р я ду с  о т н о ш ен и я м и  ,   и   ,  в в ед ен н ы м и  в ы ш е и  п оз в ол я ю щи м и  

с уди т ь  о б  ог р а н и ч ен н ос т и  св ер х у и / и л и  сн и з у от н о ш ен и я  
f
g

 п р и  n  ,  

п ол ез н о в в ест и  т а кж е от н о ш ен и е ( )f g  ( о -м а л о е ) ,  к о т ор о е  п о з в ол и т  
с уди т ь  о б  убы в а н и и  с о от в ет с т в ую щ ег о с о от н о ш ен и я .  П о оп р ед ел ен и ю,  

( )f g ,  е сл и  
( ) 0
( )

f n
g n

  п р и  n  .  

       Я сн о,  ч т о  есл и  ( )f g ,  т о  ( )f g  .  Пр и м ер  ф ун кц и й  ( )f x x  и  
( ) 100g x x  п ока з ы в а ет ,  ч т о  о бр а т н о е,  в  об щ ем  сл у ч а е,  н ев ер н о.  

       Обоз н а ч ен и я  , , ,    ч а ст о  н а з ы в а ют  а си м п то ти ч еск и ми  
о б оз н а ч ен и я м и ,  а  з а да ч у о  н а х ож д ен и и  дл я  н ек от ор ой  з а да н н ой  ф ун кц и и  f  
т а ки х  ф ун кц и й  g ,  ч т о  п о я в л я ю т с я  с о от н о ш ен и я  л и б о ( )f g  ,  л и бо 

( )f g  ,  л и бо  f g  ,  л и бо  f g  -  з а да ч ей  о  н а х ож д ен и и  а си мп то ти к и  
ф ун кц и и  f  п р и  n  .  Бол ее  т ог о ,  з а да ч у о б  от ы ска н и и  ф ун кц и и  g ,  
п р и н а дл еж а щ ей  н ек о т ор ом у з а да н н ом у кл а сс у ф ун кц и й    и  т а кой ,  ч т о  

( )f g  ,  м ож н о н а з в а т ь  з а да ч ей  о б  от ы ска н и и  то ч н о й  а си м п т от и ки  
ф ун кц и и  f  в  кл а сс е  .  
       В  да л ь н ей ш ем ,  в в е д ен н ы е а си м п т о т и ч ески е о б оз н а ч ен и я  б уд у т  
и сп ол ь з ов а т ь ся  н е т ол ь к о дл я  з а п и си  с о от в ет ст в у ющи х  ф а кт ов  о  п ов ед ен и и  
ф ун кц и й ,  н о  и  п р и  з а п и си  р а з л и ч н ы х  ф ор м ул .  Т а к ,  на п р и м ер ,  ф о р м ул а  

 f g  до л ж н а  п он и м а т ь ся  ка к  f h , г д е ф ун кц и я  h  доп у ска ет  оц ен к у 

 h g  .  На п р и м ер ,  ч ер ез   10f x  м ож н о о б оз н а ч и т ь  л юб о е  в ы р а ж ен и е 

в и да  f P ,  г де P  -  п ол и н ом  1 0 - ой  ст еп ен и ,  а  чер ез   1f x
  -  л юб о е  

в ы р а ж ен и е в и да  f P ,  г де P  -  п р ои з в ол ь н ы й  п ол и н ом .   
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3 .  О сн о в н о й  резу л ьт а т  и  ег о  до к а з а те л ьс тв о  
 

3 . 1 .  И тери ро в ан и е  р ек у рр ен тн ы х с о о т н о ш ен ий  и  дер ев ья  рек у рси и .  
 
П ож а л уй ,  са м ы й  п р ост ой  м ет о д  а н а л и з а  р ек ур р ен т н ог о с о от н о ш ен и я  
с ос т ои т  в  т ом ,  ч т о  э т о  с о о т н ош ен и е и т ер и р у ет ся  (п р и м ен я ет с я  са м о к  с еб е )  
н еск о л ь к о р а з .  В  р ез у л ь т а т е т а ки х  и т ер а ц и й  в оз н и ка ет  к он еч н а я  и л и  
б еск он еч н а я  с ум м а ,  ко т ор а я  оц ен и в а ет с я .  
      Р а ссм от р и м  н ес к ол ь к о н есл ож н ы х  п р и м ер ов .  П ус т ь  

 ( ) 4 / 5F n F n n       

П осл ед ов а т ел ь н о п р и м ен я я  э т у  ф ор м ул у  к  са м ой  с еб е,  п ол уч а ем :  

      
 
1 1

4 / 5 4 / 5 4 / 25

4 / 5 16 / 25 64 / 125 ...

4 / 5 16 / 25 ...4 / 5 4 (1)  k k k

F n n F n n n F n

n n n F n

n n n n F 

                    
                   

                   

  

Г д е k  п од о бр а н о т а ки м  о бр а з ом ,  ч т о  / 5 1kn    ,  т . е . ,  г де 
5

logk n .  

С л ед ов а т ел ь н о,  

 
  5 5

1 1

log log 4

0

4 / 5 16 / 25 ... 4 / 5 4 (1)

4 / 5 4 (1) 5 (1)

k k k

l n

l

n n n n F

n F n n F

 





      

  


  

Т а к  ка к  
5

log 4 1 ,  а  (1)F  -  э т о  н ек от о р а я  п ол ож и т ел ь н а я  кон с т а н т а ,  т о  

5log 4 (1) ( )n F n  и  ок он ч а т ел ь н о п о л уч а ем ,  ч т о  ( ) 5 ( ) ( )F n n n n    .  
      Ч а ст о н ет  н ео бх о ди м о ст и  д ов о ди т ь  и т ер а ц и ю д о к он ц а  –  н ео бх о ди м а я  
оц ен ка  п р о я сн я ет ся  и  её м ож н о д ока з ы в а т ь  п о и н д укц и и .  Т а к  ка к  
о кр уг л ен и я  (в з я т и я  т ех  и л и  и н ы х  ц ел ы х  ч а ст ей )  д оба в л я ют  м н ог о 
т р удн о ст ей  (ч а щ е в с ег о ,  н е в п ол н е с ущ ест в ен н ы х ) ,  т о  в  н а ч а л е и х  
ц ел ес о о б р а з н ее н е у ч и т ы в а т ь  ( д ос т а т оч н о,  н а п р и м ер ,  п од о бр а т ь  
с о от в ет ст в ую щ и е з н а ч ен и я  п а р а м ет р ов  –  в  да н н ом  п р и м ер е 5kn  ) .  
      Дер ев ь я  р ек ур си и  п р ед ст а в л я ют  с о б ой  уда ч н у ю и л л юс т р а ц и ю п р оц ес са  
р ек у р си в н ой  п о дс т а н ов ки .  Ч а ст о г р а м о т н о п ост р о ен н о е д ер ев о 
п о дс ка з ы в а ет ,  ка к ов а  н еоб х оди м а я  а си м п т от и ка .  Р а ссм от р и м  дв а  п р и м ер а ,  
к от ор ы е  ч ет к о п о ка ж у т  о б щ ую и д ею э т о й  кон ст р у кц и и .  В  о б ои х  п р и м ер а х  
д ер ев ь я  и сп ол ь з у ют с я  т ол ь к о дл я  оп р ед ел ен и я  а си м п т о т и ки ,  к от ор а я  з а т ем  
б уд ет  д о ка з ы в а т ь ся .  Эт о п оз в ол я ет  н а м  н е у т оч н я т ь  ка ка я  к он к р ет н о ц ел а я  
ч а ст ь  (      и л и      )  б ер ет ся  в о  в с ех  в оз н и ка ю щи х  о т н ош ен и я х .   

      Пус т ь  ф ун кц и я  F  у д ов л ет в ор я ет  р ек у р р ен т н ом у с о от н о ш ен и ю 

  2( ) 2 / 2F n F n n  .  К а к  и  в  п р еды д ущ ем  п р и м ер е,  м ы  п р и м ен и м  м ет о д  
и т ер а ц и и  р ек ур р ен т н ой  ф ор м ул ы  дл я  п о л у ч ен и я  в ер х н ей  а си м п т от и ч ес к ой  
оц ен ки .  Пр едс т а в и м  п р оц есс  п о дст а н ов ки  в  в и де сл ед у ющ ег о д ер ев а :  
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2

/ 2 / 2

n

F n F n

     

       

2

2 2
/ 2 / 2

/ 4 / 4 / 4 / 4

n

n n

F n F n F n F n



 
 

   

       

2

2 2

2 2 2 2

/ 2 / 2

/ 4 / 4 / 4 / 4

n

n n

n n n n



 

   

 

З н а ч ен и я  ( )F n  в ы ч и сл я ю т ся  п ут ем  с у м м и р ов а н и я  з н а ч ен и й ,  п р и п и са нн ы х  ко 
в с ем  в ер ши н а м  д ер ев а .  Вы ч и сл и м  с ум м у з н а ч ен и й ,  п р и п и са н н ы х  к  
в ер ши н а м ,  н а х од я щи м ся  н а  о дн о м  ур ов н е.  На  п ер в ом  ур ов н е н а х о ди т с я  1  
э л ем ен т ,  н а  в т ор ом  –  2 ,  н а  т р ет ь ем  –  4  и  т . д .  На  ур ов н е с  н ом ер ом  k ( г д е 

0k   и  н ом ер  п ер в ог о у р ов н е р а в ен  0 )  н а х од и т ся  2k  в ер ши н .  В  ка ж д ой  

в ер ши н е н а  ур ов н е  k  н а х оди т ся  з н а ч ен и е   2/ 2kn .  Т а ки м  обр а з ом ,  с у м м а  

з н а ч ен и й ,  п одс ч и т а н н а я  п о k -м у ур ов н ю,  р а в н а :  

 
2 2

2

1

/ 2 / 2
k

k k

j

n n


   

Пр оц есс  п ос т р о ен и я  э т о г о  д ер ев а  об о р в ет с я  н а  ур ов н е logk n     .  Т а ки м  
о бр а з ом ,  с у м м а  з н а ч ен и й  в с ех  э л ем ен т о в  д ер ев а  оц ен и в а ет ся  сл ед у ю щи м  
о бр а з ом :  

2 2

0

1
( ) ( )

2ll

F n n n




    

(м ы  оц ен и л и  к он еч н у ю с у м м у 
log

0
2

n l

l

    
  сум м ой  р я да  

0
2 l

l

 

 ) .  
    С  и сп ол ь з ов а н и ем  м ет о да  и н ду кц и и  м ож н о л ег к о п р ов ер и т ь ,  ч т о  в  э т ом  
сл уч а е  2( )F n n   и ,  сл ед ов а т ел ь н о,     2F n n  .  

    Ра ссм от р и м  ещ е о ди н  п р и м ер  п ос т р о ен и я  д ер ев а  р ек ур си и  и  оц ен ки  
с о от в ет ст в ую щ ей  р ек у р р ен т н о з а да н н ой  ф ун кц и и .  Пу ст ь  F  уд о в л ет в ор я ет  
р ек у р р ен т н ой  ф ор м у л е    ( ) 2 / 5 3 / 5F n F n F n n   .  Пос т р ои м  д ер е в о :  

2 / 5 3 / 5

4 / 25 6 / 25 6 / 25 9 / 25

n

n n

n n n n



 

   

  

К а к  в и дн о и з  к он с т р укц и и  д ер ев а ,  с ум м а  з н а ч ен и й  н а  ка ж дом  ур ов н е з д есь  
в  т оч н о ст и  р а в н а  n .  Д ер ев о о бр ы в а ет с я ,  р а з в и в ши сь  в  г л у би н у н е б ол ее ,  
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ч ем  н а  ур ов ен ь  
3/5

log n .  Т а ки м  обр а з ом ,  м ы  п о л у ч а ем  в ер х н юю оц ен к у дл я  

ф ун кц и и   () : logF F n n   .  
 
3 . 2 .  О сн о в н ая  т ео ре м а о  р ек у р р ен тн ы х о ц ен к а х.  
     Р а ссм о т р и м  ф ун кц и ю,  уд ов л ет в ор я ю щ ую р ек ур р ен т н ом у с о о т н о ш ен и ю  

                               ( ) / ( )F n aF n b f n  ,                                  (1 )  

г д е 1a   и  1b   -  н ек от о р ы е ц ел ы е  к он ст а н т ы ,  а  f  -  оп р ед ел ен н а я  н а  
м н ож ес т в е   п о л о ж и тел ь н а я  ф ун к ц и я  ( т . е .  ( ) 0f n   п р и  ц ел ы х  0n  ) .  К а к  
от м еч а л о сь  р а н ее,  в ы р а ж ен и е в  п р а в ой  ч а ст и  (1 )  м ож ет  п он и м а т ь с я  дв ум я  
сп ос о ба м и  –  ка к   / ( )F n b f n      и  ка к   / ( )F n b f n      со о т в ет ст в ен н о.  

     Т а к  ка к  в с е ут в ер ж д ен и я  в  да н н ом  р а з д ел е  сп р а в едл и в ы  дл я  о б еи х  
в оз м ож н ы х  т р а кт ов о к  ф ор м ул ы  (1 )  ( э т о  б уд ет  п ока з а н о н и ж е) ,  т о  м ы  б у д ем  
и сп ол ь з ов а т ь  з а п и сь   / ( )F n b f n ,  н е у т оч н я я ,  ка к о е  и м ен н о ок р уг л ен и е 

и м еет ся  в  в и д у в  в ы р а ж ен и и  /n b .  
     Пуст ь  ф ун кц и я  F  уд ов л ет в ор я ет  с о от н ош ен и ю (1 ) .  Оп р ед ел и м  в ел и ч и н у  

log 0
F b

a   .  
     О п редел ен и е .  П ус т ь  0a   и  1b   -  н ек о т ор ы е  ц ел ы е  к он ст а н т ы .   
С ка ж ем ,  ч т о  ф ун кц и я  f  о бл а да ет  св ой с т в ом  ( , )a b -р ег у л я р н о ст и ,  есл и  

с ущ ес т в ую т  т а ки е ч и сл а  1q   и  0N  ,  ч т о  н ер а в ен ст в о  / ( )af n b qf n  

в ы п ол н я ет ся  п р и  в с ех  n N .  
     Т ео ре м а 1 .  П ус т ь  ф ун кц и я  F  уд ов л ет в ор я ет  р ек у р р ен т н о м у 
с о от н о ш ен и ю ( 1 )  ( в  к о т ор о м  п о д  /n b  п он и м а ет ся  л и б о /n b    ,  л и бо /n b    )  и  

п у ст ь  
F

  .  Т ог да :  

I .  Е сл и  с у щ ест в у ет  0   т а ко е,  ч т о   f n   ,  т о   F n  .  

I I .  Е сл и   f n  ,  т о   logF n n  .  

I I I .  Е сл и  с у щ ест в у ет  0   т а ко е,  ч т о   f n   ,  и  ф ун кц и я  f  

о бл а да ет  св ой ст в о м  ( , )a b -р ег ул я р н о ст и ,  т о   F f  .  
    Ка к  уж е от м еч а л о сь  в о  Вв ед ен и и ,  р ез ул ь т а т  Т ео р ем ы  1  н е я в л я ет с я  
н ов ы м ,  одн а к о н а й т и  в  до ст уп н ой  л и т ер а т ур е ег о  п ол н ог о и  а кк ур а т н ог о 
д ока з а т ел ь с т в а  н е п р ед ст а в л я ет с я  в о з м ож н ы м .  
 
    Д ок аз а т ел ь с тв о  т ео ре м ы 1 .  Вн а ч а л е  до ка ж ем  Т еор ем у 1  п р и  
д оп ол н и т ел ь н о м  п р едп ол о ж ен и и  о  т о м ,  ч т о  ф ун кц и и   F   и   f   оп р ед ел ен ы  

т о л ь к о дл я  ч и с ел   :k
b

n E b k     .  В  э т ом  сл уч а е и м ею т  м ест о р а в ен ст в а  

(п о х ож и е в ы ч и сл ен и я  п р ов оди л и сь  в  п р еды д ущ ем  р а з д ел е ) :  

       2 2( ) ( ) / / /F n f n aF n b f n af n b a F n b       

       2 2 3 3/ / / ...f n af n b a f n b a F n b      

                        2 2 1 1/ / ... / (1)l l lf n af n b a f n b a f n b a F                   (2 )  
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г д е l    п од о бр а н о т а ки м  о бр а з о м ,  ч т о  / 1ln b  ,  т . е . ,  г де log
b

l n  ( з д есь  

уч т ен о,  ч т о  
b

n E ) .  З а м ет и м  т а кж е,  ч т о  log logb bn ala a n n   .  
С л ед ов а т ел ь н о,   

       
1

1 1

0

( ) / ... / (1) /
l

l l k k

k

f n af n b a f n b n F n a f n b 


 



        .         (3 )  

Т а ки м  обр а з ом :  
                                ( ) ( )F n n G n                                               (4 )  

г д е 

                             
1

0

( ) : /
l

k k

k

G n a f n b




  ,    
b

n E                                   (5 )  

и  дл я  оц ен ки  ф ун кц и и  F  н а м  н ео бх о ди м о  оц ен и т ь  ф ун кц и ю G .  
    Ра ссм от р и м  т р и  с л уч а я ,  с о от в ет ст в у ющи е у т в ер ж д ен и я м  Т еор ем ы  1 .  
    С л уч а й  1  –  п уст ь  с ущ ес т в у ет  0   т а к о е,  ч т о ( )f n   .  Пол ож и м ,  ч т о  

r     и  / rq a b .  Т а к  ка к  log
b

r a  ,  т о  rb a  и ,  сл ед ов а т ел ь н о 1q  .  

На п ом н и м  т а кж е,  ч т о  т а к  ка к  
b

n E ,  т о  l  -  ц ел о е ч и сл о.   

    На м  дост а т о ч н о р а ссм о т р ет ь  ф ун кц и ю ( ) rf n n .  Им еем :  

       
1 1 1 1

1

0 0 0 0

( ) / / /
l l l lr k

k k k k r r r k r l

k k k k

G n a f n b a n b n a b n q n q
   



   

          

Т а к  ка к  

 1 1 ( 1) 1 1 1/ ( / ) ( / )r l r l r l r r l rl r r l r r l ln q n a b n b a b n b a n b a a n             ,  

т о   ( )G n n    и ,  ок он ч а т ел ь н о,  ( см .  (4 ) ) :  

     ( )F n n n n       .  

    С л уч а й  2  –  п уст ь   f n  .  К а к  и  р а н ь ше,  н а м  до ст а т о ч н о р а ссм о т р ет ь  

ф ун кц и ю ( )f n n  .  Им еем :  

   

   

1 1

0 0
1 1

0 0

( ) / /

/ 1 log log

l l
k k k k

k k
l lk

k
b b

k k

G n a f n b a n b

n a b n n l n n n n



     

 

 
 

 

  

    

 

 
 

т а к  ка к  log
b
a  .  По дс т а в л я я  п ол уч ен н ую оц ен к у в  (4 ) ,  п ол у ч а ем ,  ч т о  

     ( ) log log
b b

F n n n n n n       .  

    С л уч а й  3  –  п уст ь  с ущ ес т в у ет  0   т а к о е,  ч т о   f n    и  п уст ь  

ф ун кц и я  f  уд ов л ет в о р я ет  усл ов и ю ( , )a b -р ег ул я р н о ст и .  П у ст ь  1q   в ы бр а н о 
в  со о т в ет ст в и и  с  э т и м  у сл ов и ем .  Т ог да :  

   1 1/ / ... ( )k k k k ka f n b a qf n b f n q      

и ,  сл ед ов а т ел ь н о,   

 
1 1

0 0 0

( ) / ( ) ( ) ( ) / (1 )
l l

k k k k

k k k

G n a f n b f n q f n q f n q
  

  

        .  
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Т а к  ка к  в се сл а г а ем ы е в  ( 5 )  п ол ож и т ел ь н ы  и  т а к  ка к  п р и  0k   
с о от в ет ст в ую щ ее  сл а г а ем о е в  (5 )  р а в н о ( )f n ,  т о  ( ) ( )G n f n .  Т о  ес т ь  

 G f  .  Из  (4 )  в ы т ека ет ,  ч т о  

     ( )F n n f f     .  

    Т а ки м  обр а з ом ,  м ы  з а в ер ши л и  д ока з а т ел ь ст в о дл я  сл у ч а я  ф ун кц и й ,  
оп р ед ел ен н ы х  н а  м н ож ес т в е 

b
E .  

    Т еп ер ь  з а к он ч и м  д о ка з а т ел ь ст в о в  сл уч а е,  n  н е я в л я ет ся  ст еп ен ь ю ч и сл а  
b .  В  э т о м  сл уч а е /n b  уж е н е я в л я ет ся  ц ел ы м  ч и сл ом  и  п оэ т о м у в ы р а ж ен и е 

/n b  до л ж н о и н т ер п р ет и р ов а т ь ся  о дн и м  и з  с л ед у ющи х  сп ос о б ов :  ка к  /n b     

и л и  ка к  /n b    ,  со от в ет ст в ен н о.  М ы  п о др о бн о  р а з б ер ем  сл у ч а й  о кр уг л ен и я  с  

и з бы т к ом  ( т . е .  сл уч а й ,  к ог да  /n b  т р а кт у ет с я  ка к  /n b    ) .  С л у ч а й  
о кр уг л ен и я  с  н ед ос т а т к ом  р а з би р а ет ся  а н а л ог и ч н о.  
    Ит а к ,  п уст ь  ф ун кц и я  F  уд ов л ет в ор я ет  р ек у р р ен т н о м у с о о т н ош ен и ю (1 ) ,  
к от ор о е  и н т ер п р ет и р у ет ся  сл ед у ю щи м  о бр а з ом :  

 ( ) / ( )F n aF n b f n     .  

    Пол ож и м  log
b

l n      и  р а ссм от р и м  п ос л ед ов а т ел ь н о ст ь  ч и с ел  

 : 0,1,2,...
k
n k  ,  п ост р о ен н ую п о сл ед у ю щ ем у п р а в и л у :  

                                                         п р и  0k               
 

                                                         п р и  0k  .  
Эт а  п о сл ед ов а т ел ь н ост ь  о бл а да ет  р я д о м  п ол ез н ы х  с в ой с т в .  В о-п ер в ы х ,  
п о сл ед ов а т ел ь н о ст ь   kn  у бы в а ет .  В о -в т ор ы х ,  и м еет  м ест о оц ен ка :  

  1
1 1 2
/ / 1 (1/ ) / 1 1 ... / 1 / ... 1 / 1k k

k k k k
n n b n b b n b n b b b

  
              

,  
и з  к от ор ой  в ы т ека ет ,  ч т о  

1

0 0

1 1
/ /

1

k
k k

k j j k
j j

n b
n n b n b

bb b b

 

 

     
  .  

Пр и м ен я я  э т о  н ер а в ен с т в о п р и  k l ,  и  з а м еч а я ,  ч т о  1ln b  ,  п ол уч а ем :  
2

1 1 1l l

n b b b
n b

b b bb
    

  
.  

З а м ет и м ,  ч т о  2: / ( 1)c b b   -  кон ст а н т а ,  н е з а в и ся ща я  от  n .  Пов т о р я я  
и т ер а ц и он н ы й  п р оц ес с ,  оп и са н н ы й  в  (2 )  и  (3 ) ,  и  ост а н а в л и в а я  ег о  н а  

1
1

( )l
l

a f n
 ,  п ол уч а ем ,  ч т о  

   
1

0

( )
l

l k
l k

k

F n a F n a f n




  .  

Т а к  ка к  
l
n c ,  г д е c  н е з а в и си т  от  n ,  т о   lF n  -  н ек о т о р а я  к он с т а н т а ,  т а кж е 

н е з а в и с я ща я  от  n .  Т о  ест ь     l l
l

a F n a  .  Т а к  ка к  log 1 log
b b
n l n   ,  т о  

1 la n a n     и ,  сл ед ов а т ел ь н о,   

     
1

0

l
k

k
k

F n n a f n




   .  

 

1

,

/ ,k
k

n
n

n b
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П уст ь   

   
1

0

l
k

k
k

H n a f n




 ,  

т . е .  
                                       F n n H n   .                               (6 )  

К а к  и  р а н ь ше,  н а м  н ео бх о ди м о оц ен и т ь  с ум м у H  в  т р ех  р а ссм а т р и в а ем ы х  
сл уч а я х  а си м п т о т и ч еск о г о п ов ед ен и я  ф ун кц и и  f .  М ы  со х р а н и м  н ум ер а ц и ю 
э т и х  сл уч а ев  и  в с е о б оз н а ч ен и я  т а ки м и  ж е,  ка к  и  п р и  дока з а т ел ь ст в е 
т еор ем ы  дл я  ф ун кц и й ,  з а да н н ы х  т ол ь к о н а  м н ож ес т в е 

b
E .  

    С л уч а й  1 .  На м  дос т а т оч н о оц ен и т ь   H n  в  сл уч а е,  к ог да    rf n n ,  г д е 

r    .  З а м ет и м ,  ч т о  kb n  п р и  k l .  Пр и  0r   м ы  м ож ем  оц ен и т ь  k r
k

a n  
(п р и  0 k l  )  сл ед у ющи м  о бр а з ом :  

     
 

/ / ( 1) / 1 ( / ) / ( 1)

/ 1 / ( 1)

r r
k k r k l k r kr k

k k
rk r kr

a f n a n a n b b b a n b b n b b

a n b b b

       

 
.  

Дл я  т ог о ,  ч т о бы  оц ен и т ь  k r
k

a n  п р и  0r   д ост а т о ч н о з а м ет и т ь ,  ч т о  

 / k
k
n n b  и ,  т а к  ка к  п р и  0r   ф ун кц и я    rf n n у бы в а ет ,  т о  и м еет  м ес т о 

сл ед у юща я  п р ос т а я  оц ен ка :  
/k r k r rk

k
a n a n b .  

Т а ки м  обр а з ом ,    1
/k k r rk

k
a f n c a n b ,  г де 

1
c  н е з а в и си т  от  n ,  и  (п р и    rf n n )  

м ы  п ол у ч а ем  оц ен к у :  
1 1

1
0 0

( ) /
l l

k r k r rk
k

k k

H n a n c a n b
 

 

   .  

П осл едн я я  с ум м а  оц ен и в а ет ся  т о ч н о т а к  ж е,  ка к  оц ен и в а л а сь  ф ун кц и я  G  в  
сл уч а е 1  д л я  ф ун кц и й ,  оп р ед ел ен н ы х  т о л ь к о н а  м н ож ест в е 

b
E  в ы ш е,  и ,  в  

р ез ул ь т а т е,  п ол уч а ет с я ,  ч т о   H n  .  С ог л а сн о (6 ) ,  

       ( ) ( )F n n H n n n n           ,  

и  ут в ер ж д ен и е I  Т еор ем ы  1  п ол н о ст ь ю д ока з а н о (д л я  сл у ч а я  окр уг л ен и я   с  
и з бы т к ом ) .  
    С л уч а й  2 .  В э т ом  сл уч а е н а м  д о ст а т о ч н о р а с см о т р ет ь  ф ун кц и ю ( )f n n  .  

Оц ен ки  k
k

a n  дл я  1   и  1   п р ох о дя т  в  т оч н о ст и  а н а л ог и ч н о 
п р еды д ущ ем у сл уч а ю.   
В  р ез ул ь т а т е п о л уч а ет ся ,  ч т о  в  э т ом  сл уч а е и м е ет  м ест о оц ен ка :  

                            
1 1

2
0 0

( ) /
l l

k k k
k

k k

H n a n c a n b  
 

 

   ,                                  (7 )  

г д е 
2
c  н е з а в и си т  от  n .  Оц ен и м  /k ka n b   сн и з у (н а п ом н и м ,  ч т о  0  ) .  Т а к  

ка к   / k
k
n n b  (п р и  k l ) ,  т о   

/k k k
k

a n a n b   .  
Т а ки м  обр а з ом ,  и м еет  м ес т о сл ед у ю ща я  н и ж н я я  оц ен ка :  

                                
1 1

0 0

( ) /
l l

k k k
k

k k

H n a n a n b  
 

 

   .                                 (8 )  
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П осл едн я я  с ум м а  в  н ер а в ен ст в а х  (7 )  и  ( 8 )  оц ен и в а ет с я  т оч н о т а к  ж е,  ка к  
оц ен и в а л а сь  ф ун кц и я  G  в  сл уч а е 2  д л я  ф ун кц и й ,  оп р ед ел ен н ы х  т о л ь к о н а  
м н ож ес т в е 

b
E ,  р а ссм о т р ен н ы х  в ы ш е ,  и  в  р ез ул ь т а т е п ол уч а ет с я ,  ч т о  

 logH n n  .  С ог л а сн о (6 ) ,  

       ( ) ( ) log logF n n H n n n n n n           ,  

и  сл у ч а й  I I  Т ео р ем ы  1  дл я  сл у ч а я  окр у г л ен и я  с  и з бы т к о м  п ол н о ст ь ю 
д ока з а н .  
    С л уч а й  3 .  В ус л ов и и  ( , )a b -р ег ул я р н ос т и  ф ун кц и и  f  н еобх о ди м о 
ут о ч н и т ь ,  ка ки м  и м ен н о об р а з ом  б у д ет  и н т ер п р ет и р ов а т ь ся  в ы р а ж ен и е 
/n b .  Я сн о,  ч т о  э т а  и н т ер п р ет а ц и я  н е м ож ет  н е с ов п а да т ь  с  и н т ер п р ет а ц и ей  
/n b  в  р ек ур р ен т н ой  ф ор м ул е.  Т а ки м  о бр а з о м ,  в ы п ол н ен и е д л я  ф ун кц и и  f  

у сл ов и я  ( , )a b -р ег ул я р н ос т и  о з н а ч а ет ,  ч т о   / ( )af n b qf n      пр и  1q   дл я  в с ех  

д ос т а т оч н о б ол ь ши х  n .  С л ед ов а т ел ь н о :  

     1 1
/

k k k
af n af n b qf n 

       

и ,  ка к  и  в  сл уч а е 3  в ы ш е,   
1

0 0

( ) ( ) ( ) / (1 )
l

k k
k

k k

a f n f n q f n q
 

 

    ,  

т . е .   H f  .  В  си л у п ол ож и т ел ь н о ст и  f  и з  оп р ед ел ен и я  ф ун кц и и  H  

в ы т ека ет ,  ч т о  ( ) ( )H n f n .  С л ед ов а т ел ь н о,   H f  ,  и  п р и мен ен и е (6 )  
з а в ер ша ет  д о ка з а т ел ь ст в о т ео р ем ы  в  э т ом  (п осл едн ем )  сл уч а е.  

       ( ) ( )F n n H n n f f         .  

 
 
 
 

   Д о п о лн и тел ьн о е  з ам еч ан и е .  П о с у щ е ст в у,  Т еор ем а  1  ут в ер ж да ет ,  ч т о  т а  
и з  ф ун кц и й  f  и  Fn ,  к от ор а я  р а ст ет  б ы ст р ее,  и  оп р ед ел я ет  п ор я д о к  р ос т а  
ф ун кц и и  F .  
    Одн а ко,  в  ф ор м у л и р ов к е т ео р ем ы  и м еет ся  “ з а з ор ”  в  у сл ов и я х  –  в  са м ом  
д ел е ,  у т в ер ж д ен и я х  I  и  I I I  н ед о ст а т оч н о п р о ст о п от р еб ов а т ь ,  ч т о бы  

 f n  и ,  со от в ет с т в ен н о,   f n  .  Из  д ока з а т ел ь ст в а  в и дн о,  г д е и  ка к  

и сп ол ь з у ет ся  э т от  “ з а з ор ” .  
    Л ег к о п р и в е ст и  п р и м ер  р ек у р р ен т н ог о с о о т н о ш ен и я ,  к  к о т ор ом у Т еор ем а  
1  н еп р и м ен и м а .  На п р и м ер ,  п уст ь  ф ун кц и я  F  т а ков а ,  ч т о  
( ) 2 ( / 2) logF n F n n n  .  З д ес ь  

2
2, 2, log 2 1

F
a b        и  ( ) logf n n n .  

Одн а к о,   1f n    н и  дл я  ка к ог о 0  ,  х от я  f  а си м п т от и ч ес ки  б ол ь ш е,  

ч ем  n .  
     К а к  ж е а н а л и з и р ов а т ь  ф ун кц и и ,  кот ор ы е  ока з ы в а ю т ся  в  т а ки х  
“ з а з ор а х ”?  О ка з ы в а ет ся ,  н а п р и м ер ,  ч т о  есл и  ф ун кц и я  f  и м еет  а си м п т от и к у  

 logf n n   ,  

т о  н есл ож н а я  м о ди ф и ка ц и я  д ока з а т ел ь с т в а  ут в ер ж д ен и я  I I  Т еор ем ы  1  
п оз в ол я ет  п ол у ч и т ь  сл ед у ю щ ую оц ен к у н а  F :  

 1logF n n   .  
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4 .  П ри ме р ы и сп о л ь з о в ан и я  
    В  э т ом  р а з д ел е м ы  п р и в ед ем  п р и м ер ы  и сп ол ь з ов а н и я  Т еор ем ы  1 ,  в  
ч а ст н ос т и ,  м ы  п ока ж ем ,  ка к  её р ез у л ь т а т  м ож ет  бы т ь  и сп ол ь з ов а н  дл я  
а н а л и з а  п р оч и х  а л г о р и т м ов  п ои ска  и  с о р т и р ов ки  м а сси в ов  да н н ы х .  
   1 .  Пуст ь  ( ) 9 ( / 3)F n F n n  .  З д есь  

3
9, 3, log 9 2

F
a b        и  ( )f n n ,  

т . е . ,   f n    п р и  л юбом  0,1�   .  Т а ки м  обр а з о м ,  к  F  п р и м ен и м о 

ут в ер ж д ен и е I  Т еор ем ы  1 ,  и з  к от о р ог о с л ед у ет ,  ч т о   2F n  .  

   2 .  Дл я  ф ун кц и и  F ,  уд ов л ет в ор я ющ ей  с о от н о ш ен и ю ( ) (2 / 3) 1F n F n  ,  

и м еем :
3/2

1, 3 / 2, log 1 0
F

a b        и  ( ) 1f n  .  Т . е .  ( )f n n   и ,  п р и м ен я я  

ут в ер ж д ен и е I I  Т еор ем ы  1 ,  п ол у ч а ем ,  ч т о   logF n  .  

    З а м ет и м ,  ч т о  р ек ур р ен т н о е с о от н о ш ен и е ( ) (2 / 3) 1F n F n   в оз н и ка ет ,  
н а п р и м ер ,  п р и  а н а л и з е а л г ор и т м а  п и р ам и да л ь н ой  с о р т и р ов ки .  
   3 .  К  ф ун кц и и ,  уд ов л ет в ор я ю щ ей  с о о т н ош ен и ю ( ) 3 ( / 4) logF n F n n n  ,  
п р и м ен и м  п ун к т  I I I  Т ео р ем ы  1 .  В  са м ом  д ел е,  

4
3, 4, log 3 1

F
a b        и  

( ) logf n n n .  У сл ов и е  f n    в ы п ол н ен о,  н а п р и м ер ,  п р и  2  .  У сл ов и е 

ж е  3,4 -р ег ул я р н о ст и  ф ун кц и и  logn n  л ег к о п р ов ер я ет ся :  

   3 / 4 log / 4 (3 / 4) log 2 (3 / 4)logn n n n n   .  
   4 .  Пр и м ен и м  Т еор ем у 1  к  а н а л и з у а л г ор и т м а  би н а р н ог о п ои ска  да н н ы х  в  
уп ор я д о ч ен н ом  м а с си в е .  П у ст ь  ( )F n  -  ч и сл о  оп ер а ц и й  ср а в н ен и я ,  
н ео бх о ди м ы х  д л я  в ы п о л н ен и я  би н а р н ог о п ои с ка  в  уп ор я д оч ен н о м  м а сси в е 
и з  n  э л ем ен т ов .  К а к  л ег к о п о ка з а т ь ,  дл я  ф ун кц и и  F  в ы п ол н я ет ся  
р ек у р р ен т н о е  с о о т н ош ен и е :  ( ) ( / 2) (1)F n F n  .  В  н ем  

2
1, 2, log 1 0

F
a b        и  (1)f   .  В  э т о м  сл у ч а е п р и м ен и м о 

ут в ер ж д ен и е I I  Т еор ем ы  1 ,  и з  к от ор ог о сл ед у ет ,  ч т о   logF n  .  
   5 .  Ан а л ог и ч н ы м  обр а з о м  м ож н о п р и м ен и т ь  Т еор ем у 1  дл я  а н а л и з а  
а л г ор и т м а  с о р т и р ов ки  с л и я н и я м и .  В  э т о м  сл уч а е ф ун кц и я  F  сн ов а  
оп р ед ел я ет ся  ка к  ч и сл о  оп ер а ц и й  ср а в н ен и я ,  н ео бх о ди м ы х  дл я  с ор т и р ов ки  
м а сси в а  и з  n  э л ем ен т ов  м ет о д ом  «п ол ов и н н ог о д ел ен и я » и  «с л и я н и я ».  В  
э т о м  сл уч а е ф ун кц и я  F  у д ов л ет в ор я ет  р е к ур р ен т н ом у с о о т н ош ен и ю 

 ( ) 2 ( / 2)F n F n n  ,  в  кот ор о м  
2

2, 2, log 2 1
F

a b        и   f n  .  

Пр и м ен я я  у т в ер ж д ен и е I I  Т еор ем ы  1 ,  п ол у ч а ем ,  ч т о   logF n n  .  
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